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Метод выражения Интервалов.

 В первоначальной статье, представленной автором Королевскому Обществу, как мера интервалов применялись логарифмы, поскольку они


	commonly employed by others. Great advantages have been found, however, to result from the adoption of the equal temperament (E. T.) semitone, which is 1/12 of an octave, as the unit of interval. It is the unit most familiar to musicians, and has been found to admit of the expres​sion of the theory of cyclical systems by means of formulae of the simplest character. The writer therefore devised the following rules for the transformation of ratios into E.T. semitones and vice versa, and subse​quently found that De Morgan had given rules for the same purpose which are substantially the same (Camb. Phil. Trans. vol. x. p. 129). The rules obviously depend on the form of log 2. The form of the first   rule affords a little more accuracy than De Morgan's.

Rule I. To find the equivalent of a given vibrations-ratio in E. T. semitones.

Take log (ratio), subtract 1/300 and call this the first improved value. From log (ratio) subtract 1/300 of the first improved value and 1/10000 of the first improved value. Multiply the remainder by 40. We can rely on five places in the result.

The following data are introduced here; they can be verified by numbers given in Woolhouse's tract: -

Fifth=7•019,500,008,654.               
Third = 4-- •136,862,861,351 
Five places are ordinarily sufficient.       

 Rule II. To find the vibrations-ratio of an interval given in E. T. semitones.
To the given number add 1/300 and 1/10000 of itself. Divide by 40. The result is the logarithm of the ratio required. We can rely on five places in the result, or on six, if six are taken.

Ex. The E. T. third is 4 semitones. The vibrations ratio found as above is 1•259921.

Hence the vibrations-ratio of the E. T. third to the perfect third is very nearly 126:125.

Definitions.

Regular systems are such that all their notes can be arranged in a con​tinuous series of equal fifths.

Regular cyclical systems are not only regular, but return into the same pitch after a certain number of fifths. Every such system divides the octave into a certain number of equal intervals.
Error is deviation from a perfect interval.
Departure is deviation from an E. T. interval.    
	
	обычно используются другими. Больше преимуществ было найдено, однако, следуя от принятия за единицу интервала равномерно темперированного (Р. Т.) полутона, который является 1/12 октавы. Это  единица наиболее знакома музыкантам, и была найдена, чтобы дать выражение теории циклических систем посредством формул самого простого вида. Автор, следовательно, изобрел следующие правила для преобразования отношений в Р.Т. полутоны и наоборот, и впоследствии нашел, что Де Морган дал правила для той же самой цели, которые являются по существу теми же самыми (Кэмб. Фил. Trans. том x. с. 129). Правила, очевидно, зависят от формы log 2. Форма первого правила предоставляет немного большую точность, чем у Де Моргана. 

Правило I. Найти эквивалент данного отношения колебаний в Р. Т. полутонах. 

Взять log(отношение), вычесть 1/300, и назвать это первым улучшенным значением. Из log(отношение) вычесть 1/300 первого улучшенного значения и 1/10000 первого улучшенного значения. Умножить остаток на  40. Мы можем полагаться на пять мест в результате. 

Следующие данные представлены здесь; они могут быть проверены числами, данными в брошюре Вулхауса:- 

Квинта = 7•019,500,008,654. 

Терция = 4 - •136,862,861,351 

Пять разрядов обычно достаточно. 

Правило II. Найти отношение колебаний интервала, данного в Р. Т. полутонах. 

К данному числу прибавить его 1/300 и 1/10000. Делить на 40. Результат есть логарифм требуемого отношения. Мы можем полагаться на пять разрядов в результате, или на шесть, если шесть приняты. 

Пр. Р. Т. терция - 4 полутона. Отношение колебаний, найденное как выше - 1•259921. Следовательно, отношение колебаний Р. Т. терция к чистой терции - очень близко 126:125. 

Определения.

Регулярные системы - такие, что все их ноты могут быть расположены в непрерывной последовательности равных квинт. 

Регулярные циклические системы не только регулярны, но возвращаются в ту же высоту после некоторого количества квинт. Каждая такая система делит октаву на некоторое число равных интервалов. 

Погрешность - отклонение от чистого интервала. 

Уход - отклонение от Р. Т.  интервала.    


	Intervals taken upwards are called positive, taken downwards, negative.

Systems are said to be of the rth order, positive or negative, when the departure of 12 fifths is ± r units of the system.

Intervals formed by Fifths.

When successions of fifths are spoken of, it is intended that octaves be disregarded. If the result of a number of fifths is expressed in E. T. semitones, any multiples of 12 (octaves) are cast out. Representing the fifth of any system by 7 + δ, where δ is the departure of one fifth expressed In E. T. semitones, we form the following intervals amongst others:-         

Departure of 12 fifths = 12δ

(12 x (7 + δ) = 84 + 12 δ, and 84 is cast out).
Two-fifths tone =2 + 2δ                            

(2 x (7 + δ) = 14 + 2δ, and 12 is cast out).
Seven-fifths semitone, formed by seven fifths up, = 1 + 7δ

(7 x (7 + δ) = 49 + 7δ, and 48 is cast out).

Five-fifths semitone, formed by five-fifths down, = 1 - 5δ

(5x - (7 + δ) = -(35 + 5δ), and 36 is added).

The seven-fifths semitone will be denoted by s (=1 + 7δ); the five-fifth semitone by f  (= 1 - 5δ).

Regular Systems.
The importance of regular systems arises from the symmetry of the scales which they form.

Theorem α. In any regular system five seven-fifths semitones + seven five-fifths semitones make an exact octave, or 5s + 7f = 12.

For the departures (from E. T.) of the 5 seven-fifths semitones are due to 35 fifths up, and those of the 7 five-fifths semitones to 35 fifths down, leaving 12 E. T. semitones, which form an exact octave, or,                  
5(1 + 7δ) + 7(1 - 5δ) = 12.

Theorem β. In any regular system the difference between the seven-fifths semitone and the five-fifths semitone is the departure of 12 fifths, having regard to sign; or,

s - f = departure of 12 fifths.

Let δ be the departure of each fifth of the system, then s = 1 + 7δ,  f = 1 - 5δ; whence s - f = 12δ.
	
	Интервалы, взятые вверх названы положит., взятые вниз, отрицат. 

Системы,  считаются имеющими rй порядок, положит. или отрицат., когда уход 12 квинт есть  ± r единиц системы. 

Интервалы, сформированные Квинтами.

Когда говорят о последовательностях квинт, это означает, что октавы игнорируются. Если результат ряда квинт выражен в Р. Т. полутонах, любые кратные 12 (октавам) отбрасываются. Представляя квинту любой системы как 7 + δ, где δ является уходом квинты, выраженной в Р. Т. полутонах, мы формируем следующие из интервалов: - 

Уход 12 квинт = 12δ 

(12 x (7 + δ) = 84 + 12δ, и 84 отброшено) .

Тон двух квинт = 2 + 2δ 

(2 x (7 + δ) = 14 + 2δ, и 12 отброшено).

Полутон семи квинт, сформирован семью квинтами вверх, = 1 + 7δ 

(7 x (7 + δ) = 49 + 7δ, и 48 отброшено) .

Полутон пяти квинт, сформирован пятью квинтами вниз, = 1 - 5δ 

(5 x -(7 +  δ) = (-35 + 5δ), и 36 добавлено).

Полутон семи квинт будет обозначен s (= 1 + 7δ); полутон  пяти квинт  f  (= 1 - 5δ).

Регулярные Системы.

Важность регулярных систем является результатом симметрии шкал, которые они формируют. 

Теорема α. В любой регулярной системе пять полутонов семи квинт + семь полутонов пяти квинт дают точную октаву, или 5s + 7f = 12. 

Для уходов (от Р. Т.) 5 полутонов семи квинт ввиду 35 квинт вверх, и таковых 7 полутонов пяти квинт ввиду 35 квинт вниз, остается 12 Р. Т. полутонов, которые формируют точную октаву, или, 

5(1 + 7δ) +  7(1 - 5δ) = 12.

Теорема β. В любой регулярной системе разность между полутоном семи квинт и полутоном пяти квинт есть уход 12 квинт, having regard to sign; или, 

s - f = уход 12 квинт.

Пусть δ будет уход каждой квинты системы, тогда s = 1 + 7δ,  f = 1 - 5δ; откуда s - f  = 12δ.


	Regular Cyclical Systems.

The importance of regular cyclical systems arises from the infinite freedom of modulation in every direction which is possible in such systems when properly arranged; whereas in non-cyclical systems required modulations are liable to be impossible, owing to the demand for notes lying outside the material provided.

Theorem i. In a regular cyclical system of the ± rth order the difference between the seven-fifths semitone and five-fifths semitone is ± r units of the system, or s - f = ± r units.                   

Recalling the definition of rth order (12δ = ± r units), the proposition follows from Th. β.                             
Cor. This proposition, taken with Th. α, enables as to ascertain the number of divisions in the octave in systems of any order, by introducing the consideration that each semitone must consist of an integral number of units. The principal known systems are here enumerated:-
Primary  (1st order)  Positive

7-fifths semitone 

= x units.
5-fifths semitone

= y units
Number of units in octave

(Th. α) 5x + 7y = n
2
1

17

3

2

29

4

3

41

5

4

53

6

5

65

Secondary  (2nd order)  Positive

11

9

118

Primary Negative

1

2

19

2

3

31

Secondary Negative

3

5

50

Theorem ii. In any regular cyclical system, if the octave be divided into n equal intervals, and r be the order of the system, the departure of each fifth of the system is r/n E. T. semitones.

For departure of 12 fifths = 12δ = r units by definition and the unit = 12/n E. T. semitones;

.·. δ = r/n
Theorem iii. If in a system of the rth order, the octave be divided into
	
	Регулярные Циклические Системы. 

Важность регулярных циклических систем является результатом бесконечной свободы модуляции в каждом направлении, которая является возможной в таких системах, когда они должным образом устроены; принимая во внимание, что в нециклических системах требования модуляции не могут быть возможными, вследствие спроса на ноты, находящиеся вне обеспеченного материала. 

Теорема i. В регулярной циклической системе ± rго порядка разность между полутоном семи квинт и полутоном пяти квинт есть ± r единиц системы, или s - f  = ± r единиц. 

Вспоминая определения rго порядка (12δ = ± r единиц), предложение следует из Т. β. 

Cor. Это предложение, принятое по Т. α, дает определять число делений в октаве в системах любого порядка, вводя соображение, что каждый полутон должен состоять из целого числа единиц. Известные основные системы здесь перечислены: -

Первичные (1ый порядок)  Положительные

Полутон 7-квинт 

= x единиц.
Полутон 5-квинт 

= y единицs
Число единиц в октаве

(Т. α) 5x + 7y = n
2

1

17

3

2

29

4

3

41

5

4

53

6

5

65

Вторичные  (2ой порядок)  Положительные

11

9

118

Первичные Отрицательные

1

2

19

2

3

31

Вторичные Отрицательные

3

5

50

Теорема ii. В любой регулярной циклической системе, если октава, разделена на n равных интервалов, и r, есть порядок системы, уход каждой квинты системы есть r/n Р. Т. полутона. 

Уход 12 квинт = 12δ = r единиц по определению и единица = 12/n Р. Т. полутона;

.·. δ = r/n

Теорема iii. Если в системе rго порядка, октава разделена на


	n equal intervals, r + 7n is a multiple of 12, and (r + 7n)/12 is the number of units in the fifth of the system. 

Let φ be the number of units in the fifth.

Then φ*(12/n) = 7 + δ  = 7 + r/n;             

.·. φ = (7n + r)/12

and φ is an integer by hypothesis; whence the proposition.

Cor. From this proposition we can deduce corresponding values of n and r. It is useful in the investigation of systems of the higher orders. Casting out multiples of 12, where necessary, from n and r, we have the following relations between the remainders: -

Remainder of

n ....  1   2   3   4   5   6   7   8   9  10  11

r ....  5 10   3   8   1   6  11  4   9    2    7

Theorem iv. If a system divide the octave into n equal intervals, the total departure of all the n fifths of the system = r E. T. semitones, where r is the order of the system.

For by Th. ii. δ = r/n  whence 

nδ = r,

or the departure of n fifths = r semitones.

This gives rise to a curious mode of deriving the different systems.

Suppose the notes of an Ε. Τ. series arranged in order of fifths, and    proceeding onwards indefinitely, thus: -

c   g   d   a   e  b   f#   c#   g#   d#   a#   f    c   g . . .,
and so on. Let a regular system of fifths start from c. If they are positive, then at each step the pitch rises further from E. T. It can only return to c by sharpening an E. T. note.

Suppose that b is sharpened one E. T. semitone, so as to become c; then the return may be effected

at the first; b in 5 fifths,

at the second b in 17 fifths,  

at the third b in 29 fifths; and so on.

Thus we obtain the primary positive systems.  Secondary positive systems may be got by sharpening bb 2 semitones; and so on.

If the fifths are negative, the return may be effected by depressing c# a semitone in 7, 19, 31... fifths; we thus obtain the primary nega​tive systems; or by depressing d two semitones, by which we get the secondary negative systems; and so on.
	
	n равных интервалов, то r + 7n кратно 12, и (r + 7n)/12 есть число единиц в квинте системы. 

Пусть φ будет числом единиц в квинте. 

Тогда φ*12/n = 7 + δ = 7 + r/n;

.·. φ = (7n + r) /12

и φ есть целое число в соответствии с гипотезой; откуда предложение.

Cor. Из этого предложения мы можем выводить соответствующие значения n и r. Это полезно в исследовании систем более высоких порядков. При отбрасывании из n и r, где необходимо, кратных 12, мы имеем следующие соотношения между остатками: -

Остаток от

n .... 1   2    3   4   5   6   7    8   9  10  11

r .... 5  10   3   8   1   6  11   4   9   2   7
Теорема iv., если система делит октаву на n равных интервалов, полный уход всех n квинт системы = r Р. Т. полутонов, где r - порядок системы. 

Для Т. ii. δ = r/n откуда 

nδ = r, 

или уход n квинт = r полутонов. 

Это дает любопытный метод получения различных систем. 

Предположим ноты Р. Т. ряда расположены в порядке квинт, и продвигаются  вперед неопределенно, таким образом: -

c   g   d   a   e  b   f#   c#   g#   d#   a#   f    c   g . . .,
и так далее. Пусть начало регулярной системы квинт от c. Если они положительны, то с каждым шагом повышается высота от  Р. Т. Можно возвратиться к  c,  только повышая  Р. Т. ноту. 

Предположим, что нота b повышена на один Р. Т. полутон, чтобы стать c;  тогда возврат может быть осуществлен

в первое b за 5 квинт, 

во второе, b за 17 квинт, 

в третье b за 29 квинт; и так далее. 

Так мы получаем первичные положит. системы. Вторичные положит. системы можно получить,  повышением bb 2 полутонами; и так далее. 

Если квинты отрицательны, возвращение может быть произведено,  понижая c# на полутон за 7, 19, 31... квинт; мы таким образом получаем первичные отрицательные системы; или,  понижая d на два полутона, мы получаем вторичные отрицательные системы; и так далее.


	An instructive illustration may be made as follows; it requires too large dimensions for convenient reproduction here: -

Set off on the axis of abscissa the equal temperament series in order of fifths, as above, taking about 10 complete periods.   If the distances of the single terms are made 1 centimeter, this will take 1.20 m in length, starting from the origin on the left.

Select a unit for the E. T. semitone of departure, say 1 decimeter. 

Rule a series of lines parallel to the axis of abscissa·, at distances representing integral numbers of E.T. semitones, both above and below.

Rule, parallel to the axis of ordinates, straight lines through the points representing the Ε. Τ. notes.                      

Enter on the intersections the names of the E T. notes they represent Thus the notes on the positive ordinate of c are c c# d..., and so on, each pair separated by 1 decimeter, and the notes on the negative ordinate of c are c-b-bb....

If we then join the c on the left hand of the axis of abscissa to all the other c's on the figure, except, of course, those on the axis, we obtain a complete graphic representation of all the systems whose orders are included. The rth order is represented by lines drawn to the c's in the rth line above, the - rth by the lines drawn to the c's in the rth line below.

This illustration brings specially into prominence the singularity of multiple systems, as all the multiples of any system lie on the same straight line with it, and the representation fails to give all the notes of such systems.

Multiple Systems.

Multiple systems are such that the number of divisions in the octave (kn) in any such system is a multiple (k) of the number of divisions (n) of some other system.

Multiple systems have not been as yet practically applied. 

These systems are not strictly regular; for though their fifths are all equal, yet they do not form one continuous series, but several. They are strictly cyclical, i. e. they divide the octave into n equal intervals.

Theorem v. A multiple system, kn, may be regarded as being of order kr, where n is a system of order r.

For, n being a system of order r, r + 7n is a multiple of 12; .·. also k(r + 7n) is a multiple of 12, which is the condition that the system kn be of order kr.

This is useful in the investigation of systems of the higher orders. 

If n is a multiple of 12, the system is a multiple of the E. T., and of order zero.

In the illustration described under Th. iv. the notes of a multiple system (kn) are the same as those of system n, until the latter is com​plete. The rest of the representation consists simply of the same notes
	
	Наглядный рисунок может быть сделан следующим образом; он слишком больших габаритов для удобного воспроизведения здесь: -

 Выделите на оси абсциссы равномерно темперированный ряд в порядке квинт, как выше, берущий приблизительно 10 полных периодов. Если расстояния отдельных термов сделаны в 1 сантиметр, это займет 1.20 м  длины, начинающейся из начала слева. 

Выберите единицу для Р. Т. полутона ухода, скажем 1 дециметр. 

Проведите последовательности линий, параллельных к оси абсциссы, на расстояниях целых чисел Р. Т. полутонов, как выше, так и ниже. 

Проведите, параллельные к оси ординат, прямые линии через точки, представляющие Р. Т. ноты. 

Внесите на пересечениях имена Р Т. нот, которые они представляют. Таким образом ноты на положительной ординате c c# d..., и так далее, каждая пара, отделенная 1 дециметром, и ноты на отрицательной ординате c-b-bb....
Если мы затем соединяем c слева оси абсциссы со всеми другими c на чертеже, за исключением, конечно, тех, что на оси, мы получаем полное графическое представление всех систем чьи порядки включены. Порядок r представлен линиями, прочерченными к тем c что на rй линии выше, - r линиями, прочерченными к тем c что на rй линии ниже. 

Этот рисунок приносит особенное выделение своеобразия кратных систем, поскольку все кратности любой системы лежат на одной прямой с ней, и представление не может дать все ноты таких систем. 

Кратные Системы. 

Кратные системы - такие, что число делений в октаве (kn) в любой такой системе есть кратность (k) числа делений (n) некоторой другой системы. 

Кратные системы пока еще практически не применились. 

Эти системы не строго регулярны; хотя их квинты все равны, однако они не формируют один непрерывный ряд, но несколько. Они строго циклические, т. е. они делят октаву в n равных интервалов.

 Теорема v. Кратная система, kn, может быть расценена как таковая kr порядка, где n - система r порядка. 

Для, n являющейся системой порядка r, r + 7n есть кратное 12; .·.  также k(r + 7n) кратное 12, которое является условием, что система kn имеет kr порядок. 

Это полезно в исследовании систем более высоких порядков. 

Если n есть кратное 12, тогда система есть кратное Р. Т., и порядка ноль. 

В рисунке, описанном ниже Т. iv. ноты кратной системы (kn) - такие же, как таковые системы n, пока последняя не полная. Остальная часть представления состоит просто из тех же самых нот


	repeated over and over again. To obtain the rest of the notes we should have to change the starting-point.

On the whole, we may regard the system kn as consisting of k different systems n, having starting-points distant from each other by 1/k of the unit of the system n.

It follow immediately that the system kn is of the krth order; for in every unit of the system n there are k units of system kn; and so in r  units of system n then are kr units of system kn.
Any system, when n is not a prime, can be regarded as a multiple system.         

 Thus the system of 59 is of the 7th order; 118 consequently a multiple system of the 14th order, in which point of view it is of no interest; but, casting out the 12 from the order, it may be also regarded as an independent system of the 2nd order, in which point of view it is of considerable interest.

Formation of Major Thirds in Positive and Negative Systems.

The departure of the perfect third is -•13686.  Hence negative systems (where the fifth is 7 - δ) form their thirds in accordance with the ordinary notation of music. For if we take 4 negative fifths up, we have a third with negative departure (-4δ) which can approximately represent the departure of the perfect third. Thus c# is either the third to a, or four fifths up from a, in accordance with the usage of musicians.

Positive systems form their thirds by 8 fifths down; for their fifths are of the form (7 + δ), and 8 fifths down give the negative departure  (-8δ). Thus the third of a should be db, which is inconsistent with musical usage.   Hence positive systems require a separate notation. Helmholtz proposed a notation for this purpose, which, however, is unsuitable for use with written music. The following notation is here adopted for positive systems in general; it is not intended to be limited to any one system, like Helmholtz's. In fact it may, on occasions, be used even for negative systems.

Notation for Positive Regular Systems.

The notes are arranged in series, each containing 12 fifths, from f#  up to b. These may be called duodenes, adopting a term introduced by Mr. Ellis. The duodene                                    

f# - c# - g# -d# -a# - f - c - g - d - a - e - b,

which contains the standard c, is called the unmarked duodene. No distinction is made in these series between such notes as c# and db. These signs refer only to the Ε. Τ. note from which the note in question is derived; the place in the series of fifths is determined by the notation.
	
	повторенных много раз. Чтобы получить остаток нот, нам придется изменять отправную точку. 

В целом, мы можем принимать систему kn как состоящую из k различных систем n, имеющие отправные точки, отдаленные друг от друга на 1/k единицы системы n. 

Немедленно следует, что система kn имеет krй порядок; для каждой единицы системы n в ней имеются k единиц системы kn; и так в r единицах системы n тогда есть kr единиц системы kn. 

Любая система, где n не простое, может считаться кратной системой. 

Так система 59 имеет 7-ой порядок; 118 следовательно кратная система 14-ого порядка, в которой точка зрения это нет никакой интерес; но, отбрасывая 12 из порядка, она может также считаться автономная системой 2-го порядка, в которой точка зрения это значительный интерес. 

Формирование Больших Терций в Положит. и Отрицат. Системах.

Уход чистой терции -•13686. Следовательно, отрицательные системы (где квинта 7 - δ) формируют свои терции в соответствии с обычной нотацией музыки. Так как, если мы берем вверх 4 отрицательные квинты, мы имеем терцию с отрицательным уходом (-4δ) который может приблизительно дать уход чистой терции. Так c# или терция к a, или четыре квинты от a, в соответствии с применением музыкантами. 

Положит. системы формируют свои терции 8 квинтами вниз; их квинты формы (7 + δ), и 8 квинт дают отрицат. уход (-8δ). Так терция a должна быть db, и несовместна с музыкальным применением. Следовательно, положит. системы требуют отдельной нотации. Гельмгольц предложил нотацию для этой цели, однако, неподходящую к написанной музыке. Следующая нотация здесь принята для положит. систем вообще; она не может быть ограничена какой-либо системой, как у Гельмгольца. Фактически она  применима даже для отрицат. систем. 

Нотация  для  Положительных Регулярных Систем.

Ноты расположены в ряды, каждый содержит 12 квинт, от f# до b. Они могут быть названы дуоденами, принимая термин, введенный г-ном Эллисом. Дуодена
f# - c# - g# -d# -a# - f - c - g - d - a - e - b,
которая содержит стандартное c, названа немеченой дуоденой. Нет различия в этом ряду между такими нотами как c# и db. Эти знаки относятся только к Р. Т. ноте, из которой обсуждаемая нота получена; место в ряду квинт определено нотацией.


	Continuing the series to the right, each note of the next 12 fifths is affected with the mark / (mark of elevation), drawn upwards in the direction of writing. These notes join on to the unmarked duodene as follows: -

e - b - /f# - /c# - /g#  . . . ,

and so on.

Thus /c is 12 fifths to the right of c, and the interval /c - c is the departure of 12 fifths. The next duodene to the right is affected with the mark //, which joins on to the last as before: -               

/e ·- /b  - //f# ....,
and sο on.
Proceeding in the same way, we have notes affected with such marks as ///, ////.

Return to the unmarked duodene, and let it be continued to the left; the notes in the next duodene on the left are affected with the mark \, (mark of depression), drawn downwards in the direction of writing. The junction with the unmarked duodene will be

\c - \g - \d - \a - \e - \b - f# - c#  ....

The next junction on the left will be

\\e - \\b - \f#  . . ;

and, proceeding in the same way, we have notes affected with such marks as \\\, \\\\.

Thus c - e\ is a major third determined by eight fifths down in the whole series; and \e will have the departure (- 8δ) from the E.T. note e derived from c.

Notation applicable to all Regular Systems, Negative as well as Positive.

As this notation simply consists of a determination of position in a continuous series of fifths, it may be applied to all regular systems, positive or negative; but, it is not commonly needed for negative systems, it is not generally applied to them.

Position of Harmonic Seventh in Positive and Negative Systems.

The harmonic seventh is the interval whose ratio is 7:4. It affords a smooth combination, free from beats.

The departure of the harmonic seventh from the note which gives the E. Τ. minor seventh is -•31174 (Rule I.).

Helmholtz observes that his system of just intonation affords an approxi·
	
	При продолжении ряда вправо, каждая нота следующих 12 квинт затронутая знаком / (знак повышения), завышена в направлении письма. Эти ноты присоединяются к немеченой дуодене следующим образом: -

e - b - /f# - /c# - /g#  . . . ,

и так далее. 

Так /c есть 12 квинт вправо от c, и интервал /c - c есть уход 12 квинт. Следующая дуодена вправо затронута знаком //, который присоединяется к последней как прежде: - 

/e ·- /b  - //f# ....,
и так далее. 

Действуя таким образом, мы имеем ноты, затронутые такими знаками, как ///, ////. Возвратимся к немеченой дуодене, и продолжим ее влево; ноты в следующей дуодене слева затронуты знаком \, (знак понижения), занижены в направлении письма. Соединение с немеченой дуоденой будет 

\c - \g - \d - \a - \e - \b - f# - c#  ....

следующее соединение слева будет 

\\e - \\b - \f#  . . ;

и, действуя таким же образом, мы имеем ноты, затронутые такими знаками как \\\, \\\\.. 

Так c - e\  есть большая терция, определенная восемью квинтами вниз в полном ряду; и \e будет иметь уход (- 8δ) от Р. Т. ноты e, построенной от  c.

Нотация, применимая ко всем Регулярным Системам, как Отрицательным так и Положительным. 

Поскольку эта система обозначений просто состоит из определения положения в непрерывном ряду квинт, она может применяться ко всем регулярным системам, положит. или отрицат.; но, это обычно не необходимо для отрицательных систем, это обычно не применяется к ним. 

Position of Harmonic Seventh in Positive and Negative Systems.

Гармоническая септима есть интервал c отношением 7:4. Оно дает однородную комбинацию, свободную от биений. 

Уход гармонической септимы от ноты, которую дает Р. Т. малая септима  -•31174 (Правило  I.). 

Гельмгольц наблюдает, что его система чистой интон. дает аппрокси-


	mation to the harmonic seventh. In fact, if we form a seventh by 14 fifths down in positive systems (fifth = 7 + δ), we obtain a note with negative departure (-14δ), which can approximately represent the har​monic seventh: c - \bb represents such an interval.

Mr. Ellis has observed (Roy. Soc. Proc. 1864) that the mean-tone system, which is negative, affords a good approximation to the harmonic seventh. In fact, if we form a seventh by 10 fifths up in negative systems (fifth = 7 - δ), we obtain a note with negative departure (-10δ), which can approximately represent the harmonic seventh.

Concords of Regular and Regular Cyclical Systems.

These considerations permit us to calculate the departures and errors of concords in the various regular and regular cyclical systems.   There is, however, one quantity which may be also conveniently taken into consideration in all cases, viz. the departure of 12 filths of the system. We will call this Δ, putting Δ = 12δ.
We have then the following Table of the characteristic quantities for the more important systems hitherto known.                         

The value of the ordinary comma (81/80) is •21560. It is comparable with the values of Δ, and if introduced in its place in the Table would give rise to a regular non-cyclical system, lying between the system of 53 and the positive system of perfect thirds, the condition of which would be that the departure of 12 fifths = a comma.

Name, 

or n.

Order,

  or r.

Δ  = 12δ, 

or 12r/n.

Error of fifth, 

δ - •01955.

Error of third, 

•13686 - 8δ.

Error of har-monic seventh, •31174 - 14δ.

17

1

•70588

•03927

 -•33373

 -•51178
29

1

•41379

•01493

 -•27586
 -•17101
41

1

•29268

•00484

 -•19512
 -•02970
Perfect fifths.

···

•23460

···

 -•01954

•03804

53

1

•22642

-•00068

 -•01409
•04758
Positive perfect thirds.

···

•20529

-•00244

···

•07223
118

2

•20339

-•00260

•00127

•07445

65

1

•18462

-•00417

•01378

•09635
(δ = r/n - is here negative.)

•13686 + 4δ.

•31174 + 10δ 
43

-1

-•29707
-•04431
•03784
•06418
31
-1

-•38710

-•05181

•00783

-•01084

Mesotonic. Negative perfect thirds.

···

-•41058

-•05376

···

-•03041

50
-2

-•48000

-•05955
-•02314

-•08826

19

-1

-•63158

-•07218

-•05367
-•21458

A few systems of the higher orders, which possess some interest, will be given separately.
	
	мацию к гармонической септиме. Фактически, если мы формируем септиму 14 квинтами в положит. системах (квинта = 7 + δ), мы получаем ноту с отрицат. уходом (-14δ), которая может приблизит. представить гармоническую септиму: c - \bb представляет такой интервал.

 Г-н Эллис наблюдал, (Тр. Кор. Общ. 1864) что система со  средним тоном, которая отрицательна, дает хорошую аппроксимацию гармонич. септиме. Фактически, если мы формируем септиму 10 квинтами в отрицат. системах (квинта = 7 - δ), мы получаем ноту с отрицат. уходом (-10δ), которая может приблизительно представлять гармоническую септиму. 

Конкорды Регулярных и Регулярных Циклических Систем.

Эти соображения разрешают нам вычислять уходы и погрешности конкордов в различных регулярных и регулярных циклических системах. Имеется, однако, одна величина, которая может быть также удобно учтена во всех случаях, то есть уход 12 квинт системы. Мы будем называть его Δ, выставляя Δ = 12δ.

Мы имеет тогда следующую Таблицу характерных величин для  важнейших систем, до настоящего времени известных. 

Значение обычной коммы (81/80) - •21560. Оно сравнимо со значениями Δ, и при внесении в свое место Таблицы вызвало бы регулярную нециклическую систему, находящуюся между системой 53 и положительной системой чистых терций, кондиция которой была бы в том, что уход 12 квинт = комма.

Имя, 

или n.

Порядок,

  или r.

Δ  = 12δ, 

или 12r/n.

Погрешн. квинты, 

δ - •01955.

Погрешн. терции,

•13686 - 8δ.

Погр. гарм. септимы,

•31174 - 14δ.

17

1

•70588

•03927

 -•33373

 -•51179

29

1

•41379

•01493

 -•01390

 -•17102

41

1

•29268

•00484

 -•05826

 -•02972

Чист. квинты.

···

•23460

···

 -•01954

•03804

53

1

•22642

-•00068

 -•01408

•04759

Положит. чист. терции.

···

•20529

-•00244

···

•07224

118

2

•20339

-•00260

•00127

•07445

65

1

•18462

-•00417

•01378

•09636

(δ = r/n - здесь отрицат.)

•13686 + 4δ.

•31174 + 10δ 
43 

-1

-•27907

-•04281

•04384

•06418
31
-1

-•38710

-•05181

•00783

-•01084

Мезотоника. Отрицат. чист. терции.

···

-•41058

-•05376

···

-•03041

50
-2

-•48000

-•05955
-•02314

-•08826

19

-1

-•63158

-•07218

-•07367

-•21458

Несколько систем более высоких порядков, которые обладают некоторым интересом, будут даваться отдельно.


	An illustration may be made as follows, which shows on inspection all the data involved in the above Table, and the properties of any other system introduced into it.

Take axes of abscissas and ordinates, and set off on both distances representing tenths of E. T. semitones - for ordinary purposes 10 inches to the E. T. semitone answers best; for Lecture scale, 1 meter to the E. T. semitone.

On the axis of ordinates set, off points representing the values in column Δ of the Table, and corresponding values for any other system required. Through each of these points rule a straight line parallel to the axis of abscissas.

On the axis of abscissas set οff points representing the values  -•13686 and -•31174. Rule lines through these parallel to the axis of ordinates. These abscissas represent respectively perfect thirds and perfect seventh.

Draw lines inclined to the axis of abscissas at angles (tan(3/2))^(-1)  and (tan(6/7))^(-1). These give, by their intersections with the lines of the different positive systems, the thirds and sevenths respectively.

Draw lines inclined to the axis of abscissas at angles (tan(-3))^(-1) and                        (tan(-6/5))^(-1). These give, by their intersections with the lines of the different negative systems, the thirds and sevenths respectively.

The errors of the thirds and sevenths are the perpendicular distances of the intersections which determine them from the ordinates of perfect thirds and sevenths already constructed.

In Regular Cyclical Systems, to find the number of Units in any interval in the Scale

Let x be the number of units in the seven-fifths semitone, then

x(12/n) = 1 + 7δ = 1 + 7(r/n),

or

x = (n + 7r)/12.

It is easy to see that x will always be integral if the order condition is satisfied (Th. iii.), viz. if 7n + r is a multiple of 12.

For then 7(7n + r) = 49n + 7r; whence, casting out 48n, n + 7r is a multiple of 12.

We can now determine the remaining intervals in terms of x and r: -


	
	Рисунок, который показывает наглядно все данные, вовлеченные в вышеупомянутую Таблицу, и свойства любой другой системы, представленной в ней, может быть сделан следующим образом. 

Возьмите оси абсцисс и ординат, и выделите на обоих отрезки, представляющие десятые Р. Т. полутонов - обычно 10 дюймов на Р. Т. полутон лучше всего; в Лекционном масштабе, 1 метр на Р. Т. полутон. 

На оси ординат выставьте точки, представляющие значения в столбце Δ Таблицы, и соответствующие значения для любой другой требуемой системы. Через каждую из этих точек линейте прямую линию, параллельную оси абсцисс. 

На оси множества абсцисс выставьте точки, представляющие значения -•13686 и -•31174. Линейте через них параллельные к оси ординат. Эти абсциссы представляют соответственно чистые терции и чистые септимы. 

Чертите линии, наклонные к оси абсцисс под углами (tan(3/2))^(-1)  и (tan(6/7))^(-1). Они дают своими пересечениями с линиями различных положительных систем, терции и септимы соответственно. 

Чертите линии, наклонные к оси абсцисс под углами tan(-3))^(-1) и (tan(-6/5))^(-1). Они дают, своими пересечениями с линиями различных отрицательных систем, терции и септимы соответственно. 

Погрешности терций и септим - перпендикулярные расстояния пересечений, которые определяют их из ординат чистых терций и септим, уже построенных. 

В Регулярных Циклических Системах, найти число Единиц в любом интервале Шкалы

Пусть x, число единиц в полутоне семи квинт тогда 

x(12/n) = 1 + 7δ = 1 + 7(r/n),

или

x = (n + 7r)/12.

Просто видеть, что x будет всегда целым, если условие порядка удовлетворено  (Th. iii.), то есть, если 7n + r кратное 12. 

Поэтому  7(7n + r) = 49n + 7r; откуда, отбрасывая 48n, n + 7r кратное 12. 

Мы можем теперь определить остающиеся интервалы в терминах x и r: -


		No. of units

	Interval.
	Positive systems
	Negative systems


	5-fifths semitone
	x - r
	x - r

	Minor tone ...……….....

10-fifths tone ………….
	2x - 2r
	
	Major tone ...…………..
2-fifths tone...………….
	2x - r
	2x - r

	Minor third .....………...

	3x - r
	3x - 2r

	Major third ....…………
	4x - 3r
	4x - 2r

	Fourth ........……………
	5x - 3r
	5x - 3r

	Fifth……………………
	7x - 4r
	7x - 4r

	Sixth....………………...
	9x - 6r
	9x - 5r

	Harmonic seventh……..
	10x - 7r 
	10x - 5r

	Major seventh ………...

	11x - 7r
	11x - 6r

	Octave…………………

	12x - 7r
	12x - 7r = n


	The -r's in negative systems are, of course, positive quantities.

Employment of Positive Systems in Music.

Rule for thirds. - If we write down one of the duodenes of the notation,

f# - c# - g# - d# - a# - f - c - g - d - a  -  e - b,

and remember that positive systems form their thirds by 8 fifths down, we have the rule : -

The four accidentals on the left in any duodene of the notation form major thirds to the four notes on the extreme right in the same duodene. All other notes have their major thirds in the next duodene below. Thus d - f#, c - \e are major thirds.

Use of the Notation with Musical Symbols.

It is an essential point in this notation that it can be used with musical symbols. The following example shows the major and minor chords and the interval used for the harmonic seventh: - 
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The first chord is the major triad; the second involves g - \f, the har​monic seventh; the fourth crotchet gives the minor common chord; and the first chord of the second bar is the sharp sixth, rendered peculiarly smooth by employment of the approximate harmonic seventh for the interval /ab - f#.
The employment of positive systems is presupposed with this notation, unless the contrary is expressly stated.
	
	 Число единиц

Интервал.

 Положит. системы 

 Отрицат. системы

Полутон 5-и квинт 

 x - r 

 x - r
Малый тон .....………..

Тон 10-и квинт..……..

2x - 2r
Большой тон ....………

Тон 2-х квинт ………..

2x - r
2x - r
Малая терция .....……..

 3x - r 
 3x - 2r
Большая терция ...…… 

 4x - 3r 

 4x - 2r
Кварта ........…………..

 5x - 3r 
 5x - 3r
Квинта………………...

 7x - 4r 
 7x - 4r
Секста ...………………

 9x - 6r 
 9x - 5r
Гармонич. септима…...

 10x - 7r 
 10x - 5r
Большая септима……..

 11x - 7r 

 11x - 6r
Октава ………………..

 12x - 7r 
 12x - 7r = n
Конечно, -r в отрицательных системах, положительные величины.

 Использование Положительных Систем в Музыке. 

Правило для терций. - Если мы записываем одну дуодену нотации, 

f# - c# - g# - d# - a# - f - c - g - d - a  -  e - b,

и помним, что положительные системы формируют терции 8 квинтами, мы имеем правило: -

Четыре знака альтерации слева в любой дуодене нотации формируют большие терции к четырем крайним правым нотам в этой дуодене. Все другие ноты имеют свои большие терции в следующей дуодене ниже. Таким образом, d - f#, c - \e большие терции. 

Использование Нотации с Музыкальными Символами. 

Существенная точка в этой нотации то, что она может использоваться с музыкальными символами. Следующий пример показывает большие и малые аккорды и интервал, используемый для гармонической септимы: -
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Первый аккорд - большое трезвучие; второй включает g - \f, гармонич. септиму; четвертая четвертная нота дает малый общий аккорд; и первый аккорд второго такта с повышенной секстой, дает особенно гладкое использование аппроксимир. гарм. септимы для интервала /ab - f# .

Использование положительных систем предполагается с этой нотацией, если прямо не заявлено противоположное.


	Such passages as this can be played on the harmonium hereafter described.

Principle of Symmetrical Arrangement in Regular Systems.

If we place the Ε. Τ. notes in the order of the scale, and set off the departures of the notes of any regular system at right angles to the E. T. line, sharp departures up and flat departures down, we obtain the posi​tions of what may be called a symmetrical arrangement.

The distances of the E. T. notes from the startling-point are abscissas. and the departures ordinates.

Positive Systems.

The subjoined is a symmetrical arrangement of the notes of General Thompson's enharmonic organ (p. 402). It is selected as not being too extensive for reproduction, as being of historical interest, and as illustrating the nature of the difficulty caused by the distribution of such systems into separate keyboards. Each of the single vertical steps represents the departure of one fifth.    

The property of symmetrical arrangements, from which they derive their principal importance, is that, position being determined only by relations of interval, the notes of a combination forming given intervals present always the same form, whatever be the key or the actual notes employed.

Let us express, as before, the number of E. T. semitones, which is now our abscissa, by simple integers, and the number of departures of fifths, which is our ordinate, by a coefficient attached to δ. Then we have only to note the values of the different intervals to obtain their coordinates with respect to any note taken as origin.

Thus the third is 4—8δ, or four steps to the right and eight down (c - \e); the fifth is 7 + δ seven steps to the right and one up (c - g); the minor third is three to the right and nine up (\e - g); and so on.

Two notes are omitted from the otherwise complete series, b and \\d; and we notice the number of otherwise complete chords which their absence destroys.

Distribution over three Key-boards. - As an example of the effect of this, we note that the notes of the chord of a minor are all present; but they are a1-2 - /c1 - e2, sο that the third and fifth are on different keyboards.

Negative Systems.

According to the enunciation of the principle of symmetrical arrange​ment, the positions should be taken lower for negative systems as we ascend in the series of fifths; but it is practically more convenient to use the positive form in negative systems as well. The coordinates of some intervals become different - the third is 4 + 4δ, the minor third 3-3δ, &c.
	
	Такие пассажи как этот могут быть проиграны на гармониуме, далее описанном. 

Принцип Симметричного  Размещения в Регулярных Системах.

Если мы поместим Р. Т. ноты в порядке шкалы, и выделим уходы нот любой регулярной системы под прямым углом к Р. Т. линии, повышенные уходы вверху и пониженные уходы внизу, мы получим позиции того, что может быть названо симметричным размещением. 

Расстояния Р. Т. нот от начальной точки есть абсциссы, и ординаты есть уходы. 

Положительные Системы.

Добавленное в конце есть симметричное размещение нот Общего энгармонического органа Томпсона (с. 402). Оно выбрано как не слишком протяженное для воспроизведения, как являющее исторический интерес, и как иллюстрирующее природу трудности, вызванной распространением таких систем в отдельные клавиатуры. Каждая из одной вертикальной лесенки представляет уход квинты.

 Свойство симметричных размещений, откуда их главное значение, есть то, что, положение определяется только соотношениями интервала, ноты, формирующие данные интервалы дают всегда одинаковую форму, какой бы ключ или фактические ноты не использовались. 

Давайте выражать, как прежде, количество Р. Т. полутонов, которое теперь наша абсцисса, простыми целыми числами, и количество уходов квинт, которое есть наша ордината, коэффициентом при δ. Тогда мы должны только записать значения различных интервалов, чтобы получить их координаты относительно любой ноты, принятой как начало. 

Таким образом, терция есть 4—8δ, или четыре шага вправо и восемь вниз (c - \e); квинта есть 7 + δ семь шагов вправо и один вверх (c - g); малая терция - три вправо и девять вверх (\e - g); и так далее. 

Две нота опущены из иначе полного ряда, b и \\d; и мы замечаем несколько иначе полных аккордов, которые их отсутствие уничтожает. 

Распределение над тремя Клавиатурами. - Например, как результат этого, мы замечаем, что ноты аккорда a минор все есть; но они есть a1-2 - /c1 - e2, так, что терция и квинта находятся на различных клавиатурах. 

Отрицательные Системы.

Согласно формулировке принципа симметричного размещения, положения для отрицательных систем должны быть приняты ниже, поскольку мы поднимаемся в ряду квинт; но фактически более удобно использовать положительную форму в отрицательных системах также. Координаты некоторых интервалов станут различными - терция есть 4 + 4δ, малая терция 3-3δ, &c.


	Symmetrical Arrangement of the Notes of Thompson's Enharmonic Organ.

The subscripts 1,2,3 refer to its three key-boards
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	Симметричное Размещение нот Энгармонического Органа Томпсона. 

Нижние индексы 1,2,3 относятся к его трем клавиатурам
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	Application of Principle of Symmetrical Arrangement to a "Generalized Key-board" for Regular Systems.

A key-board has been constructed, on the principle of "symmetrical arrangement," in the following manner: -

The octave is taken =6 inches horizontally (in ordinary key-boards the octave is 6 1/2 inches).   This is divided into 12 spaces, each 1/2 inch broad.  These are called the 12 principal divisions of the octave. A horizontal line gives the positions of an E. T. series where it crosses them all.

The keys are then placed at vertical and horizontal distances from the E. T. line corresponding to their departures, on the supposition that the arrangement is positive.                           

The departure of 12 fifths up corresponds to a horizontal displacement of 3 inches from the player, and a vertical displacement of 1 inch up.

These displacements are divided equally among the fifths to which they may be regarded as due, i. e. the displacement of g with respect to c is 1/4 inch back and 1/12 inch up; so of d with respect to g, of a with respect to d, and so on.

Although only 3 inches of each key are thus exposed on a plan, yet the keys are all made to overhang 1/2 inch, and thus the tangible length of each key is 3 1/2 inches.

The accompanying figure (p. 404) shows a small portion of the key​board, on a scale of half the real size.

The keys are each 3/8 inch broad, and their centers are 1/2 inch apart. There is thus 1/8 inch free between the adjacent surfaces of each pair of keys, and 5/8 inch altogether between the two keys which rise on each side of any given key. This is of importance; e.g., in the chord c - \ e - g - c, taken with the right hand, the first finger has to reach \e between eb - f and under the overhanging e.

The keys in the five principal divisions which have "accidental" names (e. g. c# or db) are black, the rest white.

There are seven keys in each principal division; the seven c's are marked from \\\c to ///c, the unmarked c being in the middle. Thus there are 84 keys in. each octave. The keyboard controls an harmonium which contains the system of 53.

Application of  the Positive System of Perfect Thirds to the "Generalized Key-board" (Helmholtz's system, just intonation).

If the thirds, such as c - \e, are made perfect, and the fifths flat by •00244, a quantity which escapes the ear, we have the system here men​tioned. Helmholtz makes a mistake in describing it ('Die Lehre von den Tonempfiudungen,' ed. 3, p. 495); he supposes that the fifths are sharp instead of flat by the above interval; it is easy to see from the context that this is a mistake.

The notation of positive systems is applicable without specialization.
	
	Приложение Принципа Симметричного Размещения к "Обобщенной Клавиатуре" для Регулярных Систем.

Клавиатура была построена, на принципе "симметричное размещение" следующим способом: -

Октава принята =6 дюймов горизонтально (в обычных клавиатурах,  октава 6 1/2 дюймов). Она разделена на 12 пространств, каждое 1/2 дюйма шириной. Они названы 12 главными делениями октавы. Горизонтальная линия дает положения Р. Т. ряда, где она пересекает их все. 

Клавиши затем размещаются в вертикальных и горизонтальных расстояниях от Р. Т. линии, соответствуя их уходам, на предположении, что размещение есть положительное. 

Уход 12 квинт соответствует горизонтальному смещению 3 дюйма от исполнителя, и вертикальному смещению 1 дюйм вверх.

 Эти смещения разделены в равной степени среди квинт, к которым они могут быть отнесены как должные, т. е. смещение g относительно c - 1/4 дюйма назад и 1/12 дюйма вверх; так d относительно g, и a относительно d, и так далее. 

Хотя только 3 дюйма каждой клавиши таким образом выставлены на плане, однако клавиши все сделаны, чтобы нависнуть на 1/2 дюйма, и таким образом реальная длина каждой клавиши есть 3 1/2 дюйма. 

Сопровождающий чертеж  (с. 404) показывает малую часть клавиатуры, в масштабе половины натуральной величины. 

Клавиши есть каждая 3/8 дюйма ширины, и их центры на расстоянии 1/2 дюйма. Таким образом 1/8 дюйма свободных между смежными поверхностями каждой пары клавиш, и 5/8 дюйма в целом между двумя клавишами, которые повышаются с каждой сторону любой клавиши. Это важно; например, в аккорде c - \e - g - c, взятым правой рукой, первый палец должен достигнуть \e между eb - f и ниже нависания e. 

Клавиши в пяти главных разделах, которые имеют "альтерированые" имена (т. е. g# или db) черные, остальные белые. 

Имеются семь клавиш в каждом главном делении; семь c отмечены от \\\c до ///c, немеченое c  находится в середине. Таким образом есть 84 клавиши в каждой октаве. клавиатура управляет гармониумом, который содержит систему 53. 

Приложение Положительной Системы Чистых Терций к "Обобщенной Клавиатура" (система Гельмгольца, чистая интонация) .

Если терции, типа c - \e, сделаны чистыми, и квинты понижены на  •00244, величину, которая ускользает от уха, мы имеем систему, здесь упомянутую. Гельмгольц делает ошибку в ее описании ('Die Lehre von den Tonempfiudungen,' ред. 3, с. 495); он предполагает, что квинты выше вместо ниже на вышеупомянутый интервал; просто видеть из контекста, что это ошибка. 

Нотация положительных систем применима без специализации.
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Application of the Notation of Positive Systems to the System of 53.

The notation introduced for positive systems is susceptible of various accessory rules, according to the system it is attached to.   In the harmonium to which the above-mentioned key-board belongs the system
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Приложение Нотации Положительных Систем к Системе 53.

Нотация, введенная для положительных систем восприимчива к различным дополнит. правилам, согласно системе, к ней присоединенной. В гармониуме с вышеупомянутой клавиатурой, система


	of 53 is adopted. It is required to find rules of identification for passing from one principal division of the octave to another.

Rule. - In the system of 53 the notation of positive systems becomes subject to the following identifications: -

If two notes in adjoining principal divisions (e. g. c and c#) be so situated as to admit of identification (e. g. a high c and a low c#), they will be the same if the sum of the elevation- and depression-marks =4; unless the lower of the two divisions is black (accidental), then the sum of the marks of identical notes =5.

This can only be proved by enumeration of a case in each pair of divisions. This enumeration is made in the writer's original paper. It is founded on the following principles: -            

Noting that the 5-fifths semitone is 4 units (scheme following Th. i.), we see that c - c#, is 4 units, whence ////c - c#, ///c - \c#, //c - \\c#....  are identities; or, again, c# - \d is 4 units, and ////c# - \d, ///c - \\d.... are identities.

Application of the System of 53 to the "Generalized Key-board."

An harmonium has been constructed which is arranged as follows: -

The note \\\c is taken as the first note of the series, and receives the characteristic number 1. Then c is 4, and the remaining numbers can be assigned by the rules for the identifications in the system of 53 given above.

A number of notes at the top of the keyboard are thus identical with corresponding notes in the adjacent principal divisions on the right at the bottom, e.g. //c = b = \\c#. These permit the infinite freedom of modulation which is the characteristic of cyclical systems; for in moving upwards on the key-board we can, on arriving near the top, change the hands on to identical notes near the bottom, and so proceed further in the same direction, and vice versa.                        

It is to be noted that, in positive systems, displacement upwards or downwards on the key-board takes place most readily by modulation between related major and minor keys - not, as has been commonly assumed, only by modulation round the circles of fifths. In negative systems, on the contrary, displacements take place only by modulations of the latter type.                                            

Application of the System of 118 to the "Generalized Key-board."

The 5-fifths semitone is here 9 units, and the 7-fifths semitone is 11 units. The major tone (2-fifths tone) is consequently 20, and the minor tone (10-fifths tone) is 18. Hence the notes in the successive principal divisions are alternately odd and even, and the identifications lie in alternate columns. These are not here further investigated, as no practical use has been made of the system.
	
	53 принята. Требуется найти правила идентификации для прохождения из одного главного деления октавы к другому. 

Правило. - В системе 53 нотация положительных систем становится подчиненной следующей идентификация: -

Если две ноты в смежных главных делениях (например c and c#) так расположены, чтобы допустить идентификацию (например высокое c и низкое c#), они будут одинаковы если сумма меток повышения и понижения =4; исключение если более низкий из двух разделов черный (альтерация), тогда сумма знаков идентичных нот =5. 

Это может быть доказано только перечислением положения дел в каждой паре делений. Это перечисление сделано в первоначальной статье автора. Оно основано на следующих принципах: - 

Замечая, что полутон 5-и квинт есть 4 единицы (схема, следующая из Т. i.), мы видим, что c - c#, 4 единицы, откуда ////c - c#, ///c - \c#, //c - \\c# .. тождества; или снова, c# - \d  4 единицы, и ////c# - \d, ///c - \\d... тождества. 

Приложение Системы 53 к "Обобщенной Клавиатуре."

Был сделан гармониум, который устроен, как следующее: -

Нота \\\c принята как первая нота ряда, и получает характерный номер 1. Затем c есть 4, и остающиеся числа могут быть назначены правилами для идентификации в системе 53 данной выше. 

Ряд нот наверху клавиатуры таким образом идентичен с соответствующими нотами в главных делениях примыкающих справа внизу, например //c = b = \\c#. Они разрешают бесконечную свободу модуляции, которая является характеристикой циклических систем; при перемещении вверх на клавиатуре мы можем, при достижении вблизи верха, менять руки на идентичные ноты вблизи низа, и так продолжить далее в том же самом направлении, и наоборот. 

Должно быть отмечено, что, в положит. системах, смещение вверх или вниз на клавиатуре происходит наиболее легко модуляцией между связанными мажорными и минорными ключами - не, как обычно принималось, только модуляцией по кругу квинт. В отрицат. системах, напротив смещения происходят только модуляциями последнего типа. 

Приложение Системы 118 к "Обобщенной Клавиатуре."

Полутон 5-и квинт - здесь 9 единиц, и полутон 7-и квинт - 11 единиц. Большой тон (тон 2-х квинт) следовательно, 20, и малый тон (тон 10-и квинт) - 18. Следовательно, ноты в последовательных главных делениях - поочередно чет и нечет, и идентификации лежат в дополнительных столбцах. Они здесь далее не исследованы, поскольку никакое практическое использование не было сделано из системы.


	If c = 1, c# = 10, /c# = 12, d = 21,....

It would be possible to construct a keyboard on the principles already explained, which would give complete control over the notes of the system of 118. A portion of such a keyboard would be practically indistin​guishable from one tuned to the positive system of perfect thirds, as the error of the thirds of the system of 118 is too small to be perceived by the ear.

Application of the Negative System of Perfect Thirds (Mean-Tone System) to the "Generalized Key board."

If the thirds, such as c - e, are made perfect, and the fifths •05376 flat, we have the mean-tone system. The forms of scales and chords in nega​tive systems are different from those in positive systems. The scales are very easy to play, and the chords also. It is expected that this applica​tion may prove of practical importance.

Following the scale of unmarked naturals on the plan, we can realize the nature of the fingering. It is the same as that of the Pytha​gorean scale with the system of perfect fifths. The tones are all 2-fifths tones, and the semitones both 5-fifths semitones.

Application of the Negative System of 31 to the "Generalized Key-board."

The fifths are a little better than in the last case, viz. •05181 flat; the thirds •00783 sharp. The only difference in the employment of the system is that the arrangement is cyclical. The tones all consist of five units, semitones of three.

The Investigation of Cycles of the Higher Orders - the new Cycle of 648 and others.

The system of 301 is of interest, as combining the properties of a tolerably good positive cyclical system with the representation of intervals accurately to three places by means of logarithms. Mr. Ellis has lately used this system, in particular, for approximate calculations. It appears to be of some interest to investigate generally what systems of higher orders do represent either of the systems with perfect thirds, and with what degree of accuracy they do so.
First, with respect to positive systems. If a system n of the rth order be a close approximation to the system of perfect thirds, then will -8 r/n (the departure of its third) approximate in value to -•13686; or

r/n = •13686/8 = 1/(58*4526)  nearly;

or
n = r 58•4526 nearly.
	
	Если  c = 1, c# = 10, /c# = 12, d = 21,....

Было бы возможно, сконструировать клавиатуру на принципах, уже объясненных, которая даст полный контроль над нотами системы 118. Часть такой клавиатуры была бы фактически неразличима от таковой настроенной в положит. системе чистых терций, поскольку погрешность терций системы 118 слишком мала, чтобы быть воспринятой ухом. 

Приложение Отрицательной Системы Чистых терций (Система со  средним тоном) к "Обобщенной Клавиатуре."

Если терции, типа c - e, сделаны чистыми, и квинты •05376 ниже, мы имеем систему со  средним тоном. Формы шкал и аккордов в отрицательных системах отличаются от таковых в положительных системах. Шкалы очень просты, чтобы играть, и аккорды также.  Ожидается, что это приложение может показать практическое значение. 

Следуя шкале немеченых бекаров на схеме, мы можем реализовать естественную аппликатуру. Она такая же как таковая Пифагоровой шкалы  с системой чистых квинт. Тоны - все тоны 2-х квинт, и полутоны оба полутоны 5-и квинт.

Приложение Отрицательной Системы 31 к "Обобщенной Клавиатуре."

Квинты немного лучше чем в последнем случае, то есть •05181 ниже; терции •00783 выше. Единственная разница в использовании системы, что размещение циклическое. Тоны все по пять единиц, полутоны по три. 

Исследование Циклов Более высоких Порядков - новый Цикл 648 и другие. 

Система 301 интересна, как объединение свойств довольно хорошей положительной циклической системы с представлением интервалов точно к трем знакам средствами логарифмов. Г-н Эллис в последнее время использовал эту систему, в частности для приблизительных вычислений. Она имеет некоторый интерес, чтобы исследовать, в общем, какие системы более высоких порядков представляют любую из систем с чистыми терциями, и с какой степенью точности они делают так. 

Сначала, относительно положительных систем. Если система n rго порядка есть близкая аппроксимация к системе чистых терций, то -8 r/n (уход ее терции) будет приближен в значении к -•13686; или

r/n = •13686/8 = 1/(58*4526) почти;

или

n = r 58• 4526 почти.


	Now, when r = 2 we have the system of 118, which affords the c1osest approximation to what is required of any cyclical system known hitherto, the error of its third being •00127.

Referring to Th. v., it is easy to see that no other even system of an order much below the 24th can afford a better approximation; for the number 118 differs from the value given by the above condition by little more than unity.  Its multiple is always of the right order (Th. v.); there can therefore be no other system of the right order within 12 digits of the multiple either way, and the deviation of the value given by the condition cannot amount to 12 digits till near the 24th order; we there​fore confine ourselves to systems of uneven orders. 

Casting out 12's from 58•4526, we can take the remainder as 10•45 for the purposes of the search: -

r.

r.10.45.

Remainder, casting out 12's

Remainder required for order r (Th. iii.).

3

31•35

7•35

3

5

52•25

4•25

1

7

73•15

1•15
11

9

94•05

10•05

9

11

114•95

6•95

7

The coincidence at the 11th order is the closest so far; and it is easy to see, by considerations analogous to those above, that no subse​quent system can afford another till a much higher order is reached.

For the 11th order, then, we have

11x58•4526=642•9786;

and 643 is a system of the 11th order, as shown by its giving remainder 7 on dividing by 12 (Th. iii.).                        

Calculating the third of this system (8.11/633 = dep.), and taking seven places, we have: -

Departure of perfect third = -•1368629 

Departure of third of 643  = -•1368585

Error  =  •0000044 sharp.

To five places both thirds are represented by -•13686. The intervals of this system will furnish us with simple numerical ratios, which represent with great accuracy the intervals of the perfect system.

We have (see the section on the number of units in any interval) -

7-fifths semitone = 60 units,

5-fifths semitone = 49 units;
	
	Теперь, когда r = 2 мы имеем систему 118, которая дает ближайшую аппроксимацию тому, что требуется от любой циклической системы, известной до сих пор, погрешности терции, являющейся •00127. 

Касаясь Т. v., просто видеть, что никакая другая четная система порядка много ниже 24-го не может дать лучшей аппроксимации; отличие от значения, данного вышеупомянутым условием для числа 118 немного больше чем единица. Кратность имеет всегда правильный порядок (Т. v.); поэтому не может быть другой системы правильного порядка внутри 12 цифр кратности в любом случае, и отклонение значения, данного условием не может дать 12 цифр столь близких 24-му порядку; мы поэтому ограничиваем себя системами нечетных порядков. 

При отбрасывании 12-ток из 58•4526, мы можем брать остаток как 10•45 для целей исследования: -

r.

r.10.45.

Остаток, отбрасывая 12-тки

Остаток требуемый для порядка r (Т. iii.).

3

31•35

7•35

3

5

52•25

4•25

1

7

73•15

1•15
11

9

94•05

10•05

9

11

114•95

6•95

7

Совпадение в 11-ом порядке самое близкое пока; и легко видеть, соображениями, аналогичными таковым выше, что последовательная система не может дать другое, без намного более высокого порядка.

Для 11-ого порядка, тогда, мы имеем

11x58•4526=642•9786;

и 643 есть система 11-ого порядка, как показано предоставлением остатка 7 при делении на 12 (Т. iii.).                        

Вычисляя терцию этой системы (8.11/633 = уход), и беря семь знаков мы имеем: -

Уход чистой терции = -•1368629 

Уход терции из 643  = -•1368585

Погрешность  =  •0000044 вверх.

До пяти знаков обе терции представлены как -•13686. Интервалы этой системы обеспечат нас простыми численными отношениями, которые представляют с большой точностью интервалы чистой системы.

Мы имеем (см. раздел о числе единиц в любом интервале) -

7-квинтовый полутон = 60 единиц,

5-квинтовый полутон = 49 единиц;


	whence we ran deduce the remaining intervals.  These values of the semitones suggest the following curious derivation of this system: -

Referring to the Table of characteristic numbers, we notice that the errors of the thirds of the systems of 53 and 65 are nearly equal and opposite.

The system of 53 is derived on the assumption that the interval ratio of the semitones is 4/5  (Th. i. Cor.), and that of 65 on the assumption 5/6 for the same ratio; taking, then, an intermediate ratio, 9/11 we get the system of 118, which has very good thirds.

But if we take an intermediate ratio in the following manner, we get the new system of 643: -

Reducing the fractions 4/5, 5/6 to a common denominator, we have 24/30, 25/30, or doubling, 48/60, 50/60 and if we take the intermediate ratio 49/60 we get the system of 643, by the formula 5x + 7y = n, derived from Th. α of Regular Systems.

  The systems of the fifth order are not particularly good; the best is 289, then 301. They derive their interest from the logarithmic properties of 301.

Negative Systems. - The condition for the excellence of the thirds of negative systems is that

4r/n  = - •13686 nearly,

or    

r/n  =  29•2263 nearly.

Searching as before, we find for order -7,

7 x 20•2263 = 204•5841;

and 205 is a system of order -7.                                

Comparing thirds,

Departure of perfect third = -•1368629

Departure of third of 205  = -•1369002
Error = •0000373 flat. 

The following is a resume the properties of these higher systems: -

System.

Order.

Δ=12δ.
Error of fifth.

Error of third.

289

5

•20761
-•00225

-•00155

643

11

•20529

-•00244

+•0000044

301

5

•19934

-•00294

+•00397

205

-7

-•41070
-•05377
-•000037

	
	откуда мы выполнили вывод остающихся интервалов. Эти значения полутонов предлагают следующий любопытный вывод  этой системы: -

Касаясь Таблицы характерных чисел, мы замечаем, что погрешности терций систем 53 и 65 почти равны и противоположны. 

Система 53 получена при условии отношения интервалов полутонов 4/5 (Т. i. Cor.), и таковая 65 при условии 5/6 для того же отношения; при промежуточном отношении 9/11 мы получаем систему 118, с очень хорошими терциями. 

Но если мы берем промежуточное отношение следующим способом, мы получаем новую систему 643: -

Приводя дроби 4/5 и 5/6 к общему знаменателю, мы имеем 24/30, 25/30, или удвоение, 48/60, 50/60 и если мы берем промежуточное отношение 49/60, мы получаем систему 643, по формуле 5x + 7y = n, выведенную из Т. α. Регулярных Систем. 

Системы пятого порядка не особенно хороши; лучшие это 289, затем 301. Они выводят свое значение из логарифмических свойств 301. 

Отрицательные Системы. - Условие для высокого качества терций отрицательных систем такое, что

4r/n  = - •13686 почти,

или

r/n  =  29•2263 почти.

Поиском  как прежде, мы решаем в пользу порядка -7,

7 x 20•2263 = 204•5841;

и 205 - система порядка -7. 

Сравнение терций, 

Уход чистой терции = -•1368629

Уход    терции    205 = -•1369002

Погрешность = •0000373 вниз. 

Следующее есть резюме свойств этих более высоких систем: -

Система.

Порядок.

Δ=12δ.
Погр. квинты.

Погр. терции.

289

5

•20761
-•00225

-•00155

643

11

•20529

-•00244

+•0000044

301

5

•19934

-•00294

+•00397

205

-7

-•40976

-•05370

-•000027
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